Chapitre 2

Intégration des fonctions d’une variable
complexe

“Les hommes meurent, mais leurs travaux restent.”

(derniéres paroles de Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857)

Aprés avoir montré comment la dérivation se généralise a C, il s’agit ici de présenter
quelques résultats fondamentauz sur l’intégration des fonctions d’une variable complexe.

2.1 Préliminaires

La notion d’intégrale de Riemann d’une fonction a valeurs réelles sur un domaine I C R de sa variable est
supposée connue. Tres schématiquement, pour une fonction f(z) continue! dans lintervalle [a, b] C R, on
définit une grille de points d’abscisses x,, dans 'intervalle [a, b] (g = a, zy = b) et on considere les sommes du

genre (dites sommes de Darbouz) :
N—1

Sy = Z f&n)(@ns1 — 20) (2.1)
n=0

ou x,, < &, < py1. Silalimite de Sy existe quand N — oo et que sup |z,+1 — | tend vers zéro, cette limite
est appelée lintégrale de f sur le segment [a, b]. Dans la notation usuelle, on écrit :

b

lim lim Sy = / flz)dz . (2.2)
N—oo sup |Zp4+1—2n|—0 a

Le symbole dz désigne une variation infiniment petite de la variable z autour d’une valeur x parcourant

Pintervalle [a, b]. Dans ce cas, et de fagon un peu pédante, on peut dire que le segment de droite d’extrémités

a et b est un chemin allant de a a b.

C’est cette définition qu’il s’agit de généraliser au cas d’une fonction & valeurs complexes f(z), z étant
lui-méme un complexe. La premiere notion a préciser est le chemin suivi dans le plan pour aller d’une borne
a lautre de l'intégrale, c’est-a-dire d’un point A a un point B du plan, d’affixes respectives zp et zg. Dans
toute la suite, on ne considérera que des chemins parcourus dans un certain sens (orientés) et constitués d’arcs
de courbe une fois continiment différentiables. Un tel chemin C' d’extrémités A et B fixées étant précisé, on le
trongonne en petits arcs délimités par des complexes z,, 0 <n < N (z9 = za, 2y = 2zB) et on écrit la somme :

N-1
Sy = Z (&) (znt1 — 2n) (2.3)
n=0

1La généralisation & une fonction continue par morceauz est immédiate.
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ou &, est I'affixe d’un point situé sur C et appartenant au petit arc de courbe délimité par les points d’affixes
zn €t zp41. On définit alors 'intégrale le long de C' comme la limite :

/f(z)dz = lim lim SN . (2.4)
C

N—oo sup |zn+1—2n|—0

dz désigne une variation infinitésimale du nombre complexe z autour de la valeur z (associé & un arc de chemin
infiniment petit — que 'on peut noter dC' — dont les affixes sont z et z + dz) ; ce sont tous les petits arcs dC
qui, mis bout & bout, reconstituent le chemin C. La limite (2.4) existe si f est une fonction bornée continue?.

En posant f = u+1iv, z =z + iy (et donc dz = dz +idy), on a :

(udx—vdy)—i—i/c(udy—i—vdx) (2.5)

/Cf(z)dz = /C[u(:v, y) +iv(z, y)l(de +idy) :/

C

Ainsi, I'intégrale d’une fonction complexe peut toujours s’exprimer a l'aide des deux intégrales réelles ci-dessus.
De telles intégrales sont dites curvilignes, puisque les variables x et y peuvent toujours étre interprétées comme
les coordonnées cartésiennes d’un point M se déplagant sur la courbe C.

Précisons la signification d’une intégrale curviligne. La courbe C' a une équation cartésienne ®(z, y) = 0,
mais il est toujours possible en principe d’en trouver une représentation paramétrique (z(t), y(t)) ou® t est réel :
quand ¢ varie, le point d’affixe z(t) = z(t) + iy(t) décrit la courbe C' du point A (quand ¢ = ¢ ) au point B (quand
t = tg). Dans toute la suite, les fonctions x(t) et y(t) seront supposées a dérivées continues, éventuellement par
morceaux.

Cycloide
2,0 N\/\
0’0 T T T T 1
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0

Spirale °/6

Spirale logarithmique

Figure 2.1: Exemples de courbes données sous forme paramétrique. La spirale logarithmique est = = e cos b,

y=esing : c’est le lieu de l'affixe de e(@t)? : 1a spirale en bas & droite est I'affixe de %.

Par exemple, la droite du plan d’équation y = a(z — xo) + yo admet la représentation paramétrique?
x = x9+t, y = at + yo, les points de cette droite ayant les affixes z(t) = xo +t +i(at + yo) = xo +iyo + (1 +ia)t.
De méme, le cercle centré en zy = xg+iyg et de rayon R est ’ensemble des points de coordonnées x = zy+ R cost,
y = yo+ Rsint, et Paffixe de chacun de ces points est le complexe z(t) = 29+ Re'*. Avec cette représentation, t a
une signification trés simple : c’est ’angle polaire du rayon joignant le centre du cercle au point de coordonnées
x(t), y(t). Autre exemple : la courbe décrite par une mouche accrochée & une roue de bicyclette de rayon R
qui roule sans glisser (cycloide) a pour représentation paramétrique z(t) = R(t — sint), y(t) = R(1 — cost), si
la mouche est “au départ” (¢t = 0) a l'origine. ¢ désigne alors I'angle entre la verticale passant par le centre

2Ceci reste vrai quand f est bornée et continue par morceauz.

3t est un nombre sans dimension, ce n’est pas le temps (lequel d’ailleurs ?) !

4C’est manifestement la représentation la plus simple, mais il en existe autant qu’on veut : on peut prendre x = f(t) + xo ol
f est une fonction uniforme croissante appliquant R sur R, et alors y = af(t) + yo. La représentation paramétrique d’une courbe
dépend évidemment du choix de l'origine dans le plan.
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de la roue et le point ou est agrippée la mouche endormie. L’affixe d'un point courant de la cycloide est
2(t) = R(t +1) —iRe i,

Des que l'on connait une représentation paramétrique de C, une intégrale curviligne s’explicite aisément.
Par exemple, en utilisant do = 2/ (¢t)dt et dy = '(t)dt, la premiere intégrale de (2.5) s’écrit :

tp

/ (uwdz — vdy) = / " {ule(t), y(®)] () — vla(t), y(0)] ¥ (0} dt = / Aty dt (2.6)
C ta

ta

ot y(t) est une certaine fonction de ¢, bien déterminée ; il en va de méme pour [ (udy+vdz). Au total, posant
2'(t) = 2'(t) +1y/(t), don dz = [2/(t) + iy'(¢)]dt, il vient :

/tB r(t)dt | (2.7)

A

[ 50z = /t:Bf[Z(t)]Z’(t)dt

ou I'(¢) est encore une autre fonction. En résumé, 'intégrale d’une fonction complexe sur sa variable complexe
peut s’écrire des différentes facons :

(udzfvdy)Jri/C(udervdz) = ) Bf[z(t)] Z(t)dt (2.8)

/Cf(z)dz = /C[u(z, y)+iv(z, y)](dz+idy) :/

c

La courbe C' étant choisie, le calcul complet est en principe possible, en tout cas l'intégrale f o f(z) dz est définie
sans ambiguité.

Un contour qui ne se recoupe pas lui-méme (pas de boucle) est appelé arc de Jordan ; en pareil cas, la
fonction z(t) est biunivoque : ¢ # to <= z(t1) # z(t2). La longueur dL d’un arc élémentaire est égale au
module de la variation infinitésimale de de z soit dL = |dz| ; une fois choisie une représentation paramétrique,

on peut ainsi écrire dL = {/a/2(t) 4+ y/2(t) |dt| = |2'(t)dt|. Pour un arc dont les extrémités sont définies par
t=aett=p0 (a<f),lalongueur de 'arc est L :

L= /C|dz| - /j 12/(8) dt| (2.9)

Pour finir, montrons que, avec les hypotheses admises, 'intégrale fc f(2)dz existe. En effet, f étant
bornée®, et comme le module d’une somme est toujours inférieur ou égal & la somme des modules®, on a :

‘ /C F(2)dz

Les propriétés habituelles des intégrales s’étendent immédiatement aux curvilignes et restent donc égale-
ment vraies pour [, f(z)dz :

< /C|f(z)dz| _ /C|f(z)||dz| < /CM|dz| _ ML . (2.10)

1. linéarité de 'intégrand :

/C[af(z)—i-bg(z)] dz = a/cf(z)dz—i—b/ g(z)dz , (2.11)

C

ou a et b sont des constantes

2. additivité des chemins :

/ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz (2.12)
C1UC> Cy Cs

5 M existe toujours puisque f est supposée continue (éventuellement par morceaux) et définie sur le contour. La fonction f[z(t)]
est donc continue sur le fermé borné ¢ € [a, b] et y posséde toujours un maximum, c’est précisément M.
6L’intégrale est la limite d’une somme, et c’est en vertu de ceci que| [, f(2)dz| < [, |f(z)dz|.

Cl. A. 8 X 2009 Mathématiques pour physiciens
UPMC LP 311 — 2009/2010



28 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

3. si —C désigne le contour C' parcouru en sens inverse :

/C F(z)de = /Cf(z)dz (2.13)

Des définitions de nature topologique doivent maintenant étre données, et le seront de fagon élémentaire
et plutot intuitive. La toute premiere notion est celle de domaine. En langage élémentaire, un domaine est un
ensemble de points tel que :

1. autour de tout point on peut tracer un cercle (un voisinage) contenu dans le domaine ;

2. deux points du domaine peuvent étre reliés par un chemin situé tout entier dans ce domaine.

La connexité d’'un domaine est la propriété exprimant la possibilité de rejoindre deux points quelconques
d’un domaine en suivant un chemin ne sortant pas du domaine. Suivant cette définition, tout domaine est
connexe, la différenciation ci-dessous ne portant que sur le fait d’étre simplement ou multiplement connexe.

Plus précisément, soit dans R? = C un contour fermé C ne se recoupant pas ; il délimite un domaine qui
est dit, par définition, simplement conneze : toute courbe fermée située entierement dans ce domaine peut étre
contractée en un point en restant dans le domaine (on dit aussi : toute boucle est homotope & zéro). Le cercle
est 'archétype de domaine simplement connexe.

g
@
Gy

Figure 2.2: Les domaines grisés sont respectivement simplement connexe (& gauche), multiplement connexe (&
droite). Les contours C' et Cy sont homotopes a zéro, Cy ne 'est pas.

Soit maintenant deux domaines simplement connexes D; et Dy avec D1 C Ds. Le complémentaire de
D; dans Do est tel que, deux points A et B y étant choisis, on peut distinguer deux sortes de chemins : ceux
qui relient A & B en pénétrant dans D1, et ceux qui, contournant Dp, ne sortent pas du complémentaire. Ce
complémentaire est certes conneze (c’est d’ailleurs un domaine) puisqu’il existe des chemins allant d’un point
a lautre sans sortir du domaine, mais les chemins fermés ne sont pas tous homotopes a zéro : un tel domaine
est dit multiplement connexe. On verra bientot 'importance d’une telle différenciation. Un exemple simple de
domaine multiplement connexe est le domaine annulaire situé entre deux cercles de méme centre (usuellement
appelé couronne).

Géométriquement, un domaine simplement connexe ne contient aucun trou, un domaine multiplement
connexe contient un ou plusieurs trous.

2.2 Théoréme de Cauchy (1825)

Une fonction f étant choisie, I'intégrale fc f(2)dz dépend en général du chemin” C. La question que I'on se
pose maintenant est la suivante : existe-t-il une classe de fonctions remarquables telles que, les extrémités A
et B de C étant fixées, l'intégrale d’'une fonction donnée prend la méme valeur pour tous les chemins reliant

AaB?

"Tout comme le travail d’une force F ne dérivant pas d’un potentiel, W¢o = fc F_"df, dépend du chemin suivi dans ’espace par
le point d’application de la force. Pour un champ de forces & deux dimensions (dans R?), s’il existe une fonction U(z, y) telle
que Fo = —g—z, alors W ne dépend que des extrémités de C. Le contexte permet alors d’affirmer que Fy et —F, peuvent étre
considérées comme les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe F(z) = Fy(z, y) — iFy(z, y) ; alors, le travail est la
partie réelle de fC F(z)dz (tout ceci suppose que U est une fonction continue & dérivées continues).
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2.2. Théoréme de Cauchy (1825) 29

Le théoreme de Cauchy® répond & cette question : cette classe est I’ensemble des fonctions holomorphes.
D’une importance capitale, ce théoreme est la clé de voute de 'intégration dans le plan complexe. 1l est di &
Cauchy et s’énonce précisément comme suit :

Si f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe D, lintégrale fC f(z)dz prend la
meéme valeur pour tous les chemins C inclus dans D et ayant les mémes extrémités.

Pour démontrer ce théoréeme de fagon élémentaire, on ajoute '’hypothese que f'(z) est continue (alors
que le caractere holomorphe assure seulement [’existence de la dérivée). Avec f = u+iv, U'intégrale de f le long
de C est :

/f(z)dz:/(udx—vdy)—i—i/(udy—i—vdx) . (2.14)
C C

C

D’un autre c6té, soit 'intégrale curviligne :

/(Pd:c+Qdy) , (2.15)

ot I' est un contour dans le plan R? reliant deux points fixes A et B, et ou P(x, y) et Q(z, y) sont des fonctions
données. On sait que l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin suivi si I'intégrand est une différentielle
totale, c’est-a~dire s'il existe une fonction ®(z, y) telle que d® = Pdx + Qdy. Pour que la forme linéaire
différentielle P dx + @ dy soit une différentielle totale, P (resp. @) doit étre la dérivée partielle de ® par rapport
Az (resp. y) ; ainsi, il faut d'une part que la fonction ® existe? (nécessairement !), d’autre part que 'on ait
précisément :

0w y) s Py = 5By . Qy) = 50w ) (2.16)

Dans ces conditions, U'intégrale (2.14 ) est simplement égale & ®(B) — ®(A), différence des valeurs de ® aux
extrémités fixées, et donc indépendante'® du chemin suivi pour relier I'une a ’autre.

Maintenant, un théoréme classique d’Analyse (théoreme de Clairault) établit que si une fonction ®(x, y)
et ses dérivées!! @’ ®;, @7, et & sont définies et continues en un point, alors les dérivées croisées sont égales :

905 9 0%

Autrement dit, pour une fonction continue & dérivées continues'?, peu importe l'ordre dans lequel on effectue
les deux dérivations croisées. Cela étant, partant de la condition (2.16) assurant que Pdz 4+ Qdy est une
différentielle totale, et utilisant (2.18), on trouve :

8Q P
= = (2.20)
ox oy
8La terminologie est quelque peu fluctuante : on appelle parfois Théoréme de Cauchy la conséquence immédiate du résultat
ci-dessous, traduite par I’égalité (2.31), au point que le théoréme de Morera (ci-dessous, p.40) est le plus souvent présenté comme
la réciproque du théoréme de Cauchy.
9En Thermodynamique, c’est ce que I’on appelle une fonction d’état, c’est-a-dire une fonction qui ne dépend que des variables
thermodynamiques (d’équilibre) caractérisant complétement les états initial et final. C’est Paffirmation de ’ezistence de ’énergie
en tant que fonction des grandeurs d’état qui constitue la signification du Premier principe. La banalité des mots occulte souvent
la profondeur d’une telle affirmation.
10C’est bien ce qui caractérise une différentielle totale, combinaison linéaire d’accroissements infinitésimaux dont les coefficients
sont les dérivées partielles d’une certaine fonction des variables. La somme de toutes les petites différences 6® = ®(M;41) — D(M;)
se simplifie (A=Mo, B=My) :

N-—1
3760 = 3 [@(Mgr) — D(M;)] = ®(My) — B(Mo) + ®(Ma) — B(M1) + ... + B(My) — ®(My_1) = B(B) — B(4) . (2.17)
=0

Uyl = g—i’ = 0, P, etc.

12Crest ici qu’intervient I’hypothese de continuité sur f’(z) faite au début, puisque u et v vont jouer des roles analogues & ceux de
P et Q, dérivées premictres de @, et que la dérivée f’(z) s’exprime (de quatre fagons d’ailleurs) a 1’aide de u/,, U;, ... (voir ch.1).
La continuité des dérivées jusqu’a l'ordre 2 inclus pour ® se reporte sur les dérivées jusqu’a ’ordre 1 inclus de w et v. La continuité
de f’(z) signifie que toutes les dérivées ul,, U;, ... sont a dérivées continues, assurant que le théoréeme de Clairaut est applicable.

Pour une fonction z — f(z), 'existence de la dérivée en un point assure la continuité de f en ce point. Pour une fonction de
plusieurs variables, cette proposition n’est pas vraie, voici schématiquement pourquoi.

Soit une fonction ®(z, y) ayant des dérivées (premieres) dans un voisinage du point (z, y). L’existence de la dérivée @/, permet
d’écrire @(z + h, y) = ®(z, y) + h®,(z, y) + ez(h) ou la fonction e, (h) tend vers zéro quand h — 0. De ceci on déduit :
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30 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

Revenant & (2.14), on veut que 'intégrale ne dépende pas du chemin suivi, une condition qui se reporte
séparément et indépendamment sur la partie réelle et sur la partie imaginaire de Uintégrale (2.14). Pour la

partie réelle, la quantité udx — v dy doit étre une différentielle totale ; (2.20) avec P = u et Q = —v donne :
Ov ou
—_— = . 2.21
or dy ( )

De méme pour la partie imaginaire udy + vdz, avec Q = u et P = v (2.20) donne :

0 0
a2 (2.22)
Ox dy

Les deux conditions (2.21) et (2.22) ne sont rien d’autre que les conditions de Cauchy, qui définissent une fonction
holomorphe. Le théoreme de Cauchy est ainsi démontré.

Il en résulte qu'une intégrale le long d’un certain contour peut aussi étre notée f;f f(2)dz, ol za et zp
sont les affixes des extrémités A et B du chemin (seules les extrémités sont & préciser puisque 'intégrale ne
dépend pas du chemin choisi pour aller de 'une & ’autre). On pourra retenir I'image suivante : finalement, pour
une fonction holomorphe dans D, le chemin est un élastique fixé par deux punaises dans le plan, déformable
a souhait (mais en restant toujours dans D) sans pour autant que les déformations de I’élastique modifient la
valeur de l'intégrale.

Bl—>—— D
A Ea A
N 1

Figure 2.3: Contours utilisés pour le calcul de fC])D 2%dz.
Traitons un exemple trivial illustrant le théoreme de Cauchy. Soit la fonction f(z) = 22, qui est holo-
morphe dans le plan entier, et calculons son intégrale le long de plusieurs chemins reliant ’origine au point D

de coordonnées (a, b) (voir fig. 2.3), sans utiliser la notion de primitive d’une fonction & valeurs complexes (qui
sera définie plus loin'?). Tout d’abord on a :

/z2 dz = /(m2 —y? + 2izy)(dz +idy) = / [(z* — y*)da — 2zydy] —H/ [(z* — y*)dy + 2zydz] . (2.24)

Prenons en premier le contour OAD. Le long de OA, on a dy = 0 et y = 0, de sorte que :

A a ad
/ 2dz = / ridr = — . (2.25)
o 0 3

D b b b3
/ 22dz = / 72aydy+i/ (a®> —y*)dy = —ab® +i(a®b — 3) . (2.26)
A 0 0

Le long de AD,onaxz=aetder=0:

O(x + h, y+ k) = &(x, y + k) + h®,(z, y + k) + € (h) ; compte tenu de I'existence de la dérivée @y, on a aussi :
S(x+h,y+ k)=, y)+ k@;(m, y) +ey(k) + hdl(z, y + k) + e (h) , (2.19)

ol gy(k) — 0 si k — 0. Pour que ®(x, y) soit continue, il faut donc que limy,_,¢ o h®,(z, y + k) = 0. C’est le cas si la dérivée
seconde Oy P!, = 0,0, P existe : ainsi, la continuité de ® résulte de conditions sur une dérivée seconde de ®, et non pas sur les seules
dérivées premieres.

Si en plus les dérivées ®;, et ®;', sont continues, alors elles sont égales (théoréme de Clairault).

13Une fois cette notion définie, on sait écrire :

D
/ 22dz =
(e}

qui est bien le résultat (2.27).

3D

1 1
= g(aL +ib)3 — 0% = g(aﬁ + 3ia?b — 3ab?® — ib3) , (2.23)
(]
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2.2. Théoréme de Cauchy (1825) 31

Au total : X

ad b
/ 22dz = — —ab® +i(a®b— =) . (2.27)
OAD 3 3

De la méme facon, on trouve facilement :

B b b3
/ 22dz = i/ —yidy = —i— (2.28)
o 0 3

D a a 3
/ 2dz = / (2% — b?)dz —H/ %adr = = — ab? + iba? . (2.29)
B 0 0 3

Au total, la somme des seconds membres de (2.28) et (2.29) redonne bien (2.27). Maintenant, le long de la
diagonale OD du rectangle, on a y = %x et dy = %dx, de sorte que :

2 2

¢ b b? ¢ b2 5 b b
/ 22dz = / [(z* — —7 Hdx — 2—2x2dz] +i/ [(z* — —T *)=dz + 2—2*dz] . (2.30)
diagonale 0 a a 0 a a a

Tous calculs faits, on retrouve encore (2.27).

Une premieére conséquence immédiate du théoreme de Cauchy est la suivante :

Si une fonction f(z) est holomorphe!* dans un domaine simplement connexe D, son intégrale
fC z) dz pour tout cycle C situé dans D est nulle :

/ f(z)dz =0 (2.31)
C

En effet, soit deux contours C et C5 distincts mais ayant les mémes extrémités A et B. D’apres le théoréeme de
Cauchy, on a :

f(z)dz = f(z)dz . (2.32)
C2

C1

A Daide de ces deux contours, on peut faire un cycle C formé par la réunion de Cy parcouru de A a B, et de Cy
parcouru de B a A, ce que 'on a déja noté —Cs. L’intégrale le long du cycle C' est la somme :

f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz (2.33)
cycle Ch —C>
mais f702 f(z)dz = ffc 2) dz, de sorte que :
flz)dz = f(z)dz — f(z)dz . (2.34)
cycle Ch Cs

D’apres (2.32), les deux intégrales au second membre sont égales, d’oti le résultat exprimé par (2.31). Cette
égalité peut d’ailleurs étre presque considérée comme une formulation alternative du théoreme de Cauchy, tant
elle en est une immédiate conséquence.

Une autre démonstration donne d’ailleurs ’occasion de rappeler le théoreme de Green, qui s’énonce :
0 0
/quydx—i—z/}xydy—// —1/)——¢ddy7 (2.35)

ol D est le domaine du plan délimité par la courbe fermée C' définissant le cycle. Ceci permet de récrire (2.14)

comme suit : 5 9
f(z dzf// ——v——dzdy+1// —u——d:cdy (2.36)
cycle O y

Rappelons qu’en raison de 1’équivalence entre holomorphie et analyticité, on peut remplacer holomorphe par analytique et
inversement.
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32 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

En vertu des conditions de Cauchy - Riemann, chaque intégrand est nul, d’ott (2.31).

L’articulation des idées essentielles est la suivante. Pour un domaine simplement connexe, tout chemin
fermé peut étre réduit & un point par déformation continue (toute boucle est homotope & zéro) ; la valeur
de D'intégrale est indépendante du cycle, or I'intégrale sur un cycle réduit & un point est visiblement nulle (la
fonction est bornée et le chemin est de longueur nulle !). Au total, Uintégrale sur tout cycle est nulle.

Par ailleurs, quand la fonction f(z) est continue jusque sur la frontiere de son domaine d’analycité, le
résultat (2.31) reste vrai quand le cycle C' est précisément cette frontiere : grace a la continuité, l'intégrale le
long de la frontiere est égale & U'intégrale le long de tout cycle intérieur infiniment proche — pour lequel (2.31)
est vral.

En guise d’illustration, et pour montrer un premier exemple de la puissance de ce théoreme, considérons
I'intégrale I,, de la fonction (holomorphe) z™ (n € N*) le long d’un cercle centré a l’origine et de rayon r. Celui-ci

peut ainsi étre paramétré suivant z = re'?, r constant, 0 < 6 < 2, de sorte que l'intégrale cherchée est :

déf
I, =

Z2"dz = /(reie)" d(rel?) = /0 (r"e™?) (ire'?) do ; (2.37)

/Cercle de centre O et de rayon r

Au total, I'intégrale vaut ir™+1 fOQW el(mT10q9 = jrntl fOQW [cos(n+1)8 +isin(n+1)0]dl ; cette derniere intégrale
est nulle!® Vn € N*, puisqu’elle integre sur un nombre entier de périodes des fonctions périodiques de moyenne
nulle. En définitive, l'intégrale I,, est nulle, en accord avec le théoreme de Cauchy, puisque z”, n € N*, est une
fonction holomorphe dans C.

Mais ce théoreme dit infiniment plus : Uintégrale I,, est toujours nulle quand, au lieu de prendre le cercle
ci-dessus, on choisit n’importe quel contour fermé du plan. On peut bien déplacer le cercle ol on veut et le
déformer comme on veut, le résultat ne change pas'®. On mesurera mieux par la suite I'extraordinaire puissance
du théoreme de Cauchy et ses innombrables applications.

Citons une autre conséquence du théoreme de Cauchy, qui permet de définir précisément la primitive
d’une fonction holomorphe :

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe D, alors lintégrale :

/ T () as (2.38)

considérée comme une fonction F(z) de sa borne supérieure est une fonction holomorphe dans D,
et de plus :

Fl'(z) € %/zf(z’)dz’ = f(2) . (2.39)

En effet, par la définition de la dérivée, on a :

z+E€ z z+§
Fl(z) = gﬁ%%w(ﬁg) ~F(2)] = g%%[/+ f(z’)dz’/zo f(z’)dz’} = %13(1)% i ’ F(Nd . (2.40)

En posant 2’ = z + &', la derniere intégrale est fOE fz4+&)dg, d’ou :

/ BERT l ¢ / /
F'(z) = lim 'f/o flz+€Hdeg . (2.41)

§—0

15 ce stade, il faut bel et bien exclure le cas n entier négatif, puisque z~!™! n’est pas holomorphe dans le disque centré & I’origine.
Une fois définie la primitive d’une fonction holomorphe, on comprendra pourquoi 'intégrale I, est encore nulle quel que soit le cycle
a condition que n # —1 (ce cas remarquable fait ’objet d’un traitement spécial : voir section 2.3) : la fonction 2", n € Z\{—1} n’a
qu’une seule détermination et reprend donc la méme valeur au départ et a larrivée (voir (?7) p.?7).

16C’est ici vrai car 2™ est holomorphe dans tout le plan (ouvert). On verra par la suite que les singularités éventuelles de la
fonction & intégrer limitent les déformations possibles du contour.
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2.2. Théoréme de Cauchy (1825) 33

f étant holomorphe, c’est une fonction continue!” et sa dérivée existe ; si on pose f(z + &) = f(2) +n(z, &), la
fonction 7(z, £) est continue'® et tend vers zéro avec ¢ :

fz+8&) = f(z) +n(2 &) , gl,iglon(z, §) =0; (2.42)
d’ou :
F'(z) = lim o / 2, €] d¢ . (2.43)
La premiere intégrale est simplement f(z) f d¢’ = f(2)¢, dou:
3
F(2) = fo)+ lim & [ oz €)ae’ (2.44)
£=0¢& Jo

n(z, &) étant continue, soit maxy, ¢ [1(2, £')| le maximum de son module ; 'intégrale est bornée en module par

maxg, ¢ |1(z fo d¢’ ‘ = |¢ maxqg, ¢ (2, ’)|, d’ou :

1 [€
lim ‘— /
Cela étant, (2.44) dit alors que la limite F’(z) existe et vaut f(z) : F(z) est donc holomorphe, et sa dérivée
n’est autre que f(z). Comme en Analyse réelle, une fonction telle que F' est appelée primitive de f.

<hm - max N = lim max NMN=o0. 2.45
!HE[MU( ¢)] = limmax n(z, &) (2.45)

La notion de primitive étant généralisée, il est possible d’énoncer les importants résultats suivants :

1. deux primitives F; et F5 d’'une méme fonction f different d’une constante :
F5(z) — F1(z) = constante . (2.46)

En effet, soit la différence ®(z) = Fa(2)— Fi(2) = U(x, y)+iV(x, y). D’apres (2.39) F{(z) = f(z) = F4(2),
d’ot :

(z) =0 . (2.47)
® est une fonction holomorphe!? (c’est la différence de deux fonctions holomorphes) ; comme sa dérivée
®’(z) est nulle, cette fonction est constante. En effet, comme on l’a vu au chapitre précédent, il existe
quatre fagons d’écrire la dérivée d’une fonction holomorphe, et notamment :

ouU 9V 9V U

D(z) = — =2 _ 2.4
(2) Or i Ox ay ! dy (2.48)
Compte tenu de (2.47), il vient :
ou oV ov ou
— =0 t — —i— =0 2.49
ox i 81' © 8y ! ay ! ( )
soit ou ou v v
- — - = - = — = 2.
97 — 0 3y 0, 97 — 0 3y 0, (2.50)

d’ot1 'on conclut que les fonctions U et V' sont constantes.

2. si F(z) est une primitive quelconque d’une fonction holomorphe f(z), alors I'intégrale entre deux points
n’est autre que la variation de cette primitive :

/Z f(z"dz" = F(z) — F(z0) (2.51)

I7"Rappelons que 'existence de la dérivée f’(z) en un point assure la continuité en z de f(z) : ce qui n’est pas (forcément) vrai
pour une fonction de deux variables, ’est toujours pour une fonction holomorphe.

18Comme f’(z) existe, on peut méme affirmer que 7(z, &) est de la forme &e(z, £) ot £(z, €) tend aussi vers zéro.

9En particulier, ® ne dépend que de z, pas de z* (voir les remarques dans le ch. 1 pp. 14 et 15 au sujet d’une fonction antiholo-
morphe.)
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34 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

tout comme l'intégrale curviligne de la différentielle d’une fonction est égale a la variation de cette fonction
entre les deux extrémités. En effet, soit F,,(z) la primitive nulle quand z = z :

F..(z) = /Z f(zhdz" F,.(z0) =0 . (2.52)

Soit F'(z) une primitive quelconque de f. D’apreés (2.46), F'(z) et F,(z) different d’une constante, K :

F(z) = Foy(2) + K / H)dE K (2.53)

en faisant z = zg, l'intégrale est nulle, d’ott F(z9) = K soit F(z) = fzzo f(z")dz" 4+ F(zo) et la relation
(2.51). Comme toujours, la constante additive arbitraire incluse dans la définition de toute primitive F'(z)
disparait dans la différence au second membre de (2.51).

Au total, ce que 'on sait des fonctions élémentaires concernant la dérivation et 'intégration se transpose
dans le champ complexe pour toute fonction f(z) holomorphe dans un domaine simplement connexe.

2.3 Généralisation au cas d’un domaine multiplement connexe

Quand la fonction n’est holomorphe que dans un domaine multiplement connexe, le théoréeme de Cauchy n’est
pas toujours vrai. En pareil cas, il est en effet possible de trouver des contours ne donnant pas toujours la méme
valeur pour l'intégrale®°.

D Cs

Cq

Figure 2.4: Le contour C7 est homotope & zéro, Cs ne 'est pas. Le théoreme de Cauchy s’applique a tous les
contours du type C7, mais pas a ceux de la classe Cs.

1
z

Le plus simple est de s’en convaincre sur un exemple?!. Soit la fonction z — f(z) = < ; elle est holomorphe

Vz # 0 puisque la limite :
1 1 1
lim — - = 2.54
oo h (z +h z> (2:54)

existe?? Vz # 0 (et vaut ——%). Holomorphe dans le plan privé de I'origine C* = C\{0}, elle est donc holomorphe
dans un domaine délimité par deux contours fermés autour de 1’origine ne se recoupant pas, que 1’on peut toujours
prendre comme deux cercles centrés en O et de rayons r et R (r < R) — délimitant une couronne circulaire,
lexemple méme de domaine multiplement connexe. Comme f(z) y est holomorphe, et qu’il y a équivalence
entre holomorphie et analycité, on dit de cette couronne qu’elle est le (plutdt un) domaine d’analycité de cette

fonction.

Comme premier contour, prenons le demi-cercle supérieur C;. de rayon p (r < p < R) parcouru dans le
sens positif de A vers B, qui donne la méme valeur a I'intégrale que tout contour C’, de mémes extrémités et
situé dans la demi-couronne supérieure (voir fig. 2.5), puisqu’ils peuvent étre superposés par une déformation

20Te théoréme reste évidemment vrai pour tous les contours homotopes & zéro situés dans une composante simplement connexe
d’un domaine multiplement connexe (contours du type Ci sur la fig. 2.4).

21Un seul contre-exemple suffit !

22, = 0 est donc un point remarquable pour % (on s’en sera déja douté !). C’est un point singulier et constitue une singularité de
cette fonction. Les singularités d’une fonction f(z) seront précisément définies dans le ch. 3, et y feront I'objet d’une classification.
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2.3. Généralisation au cas d’un domaine multiplement connexe 35

Figure 2.5: Les deux cercles concentriques de rayons respectifs r et R (r < R) définissent une couronne circulaire.
Pour la fonction 1, les intégrales le long des contours C. (resp. C_) et C, (resp. C”.) sont égales, celles le long
de C4 et C_ sont différentes.

continue les laissant tout entiers dans le domaine d’analycité. Le cercle de rayon p est décrit par le point dont
I'affixe est : _
z = pel? | 0<6<2r ; (2.55)

ici, c’est 0 le parametre au coeur des équations paramétriques du cercle : x(6) = pcos6, y(0) = psin6.

Pour le demi-cercle supérieur, 6 varie de 0 & 7 ; I'intégrale le long de C',, égale a celle le long de O,

s’écrit : ) . _— _ .
/ -dz = / -dz = / > d(pe'?) = / ﬁipei‘gd(? = i/ do = ir . (2.56)
c, ® cy ? o pe o pe 0

Prenons maintenant des contours dans la demi-couronne inférieure, C’ et le demi-cercle inférieur C_,
ayant toujours les mémes extrémités mais forcément décrits dans le sens négatif, afin que A reste le point de
départ et B celui d’arrivée ; maintenant, 6 varie de 0 & —m :

1 1 Tl : Tl : o
/ -dz = / -dz = / > d(pe'?) = / —.eipe“gd(? = i/ do = —in . (2.57)
o ® o ? o pe 0o pe 0

Ainsi, pour deux contours ayant pourtant les mémes extrémités A et B, l'intégrale prend deux valeurs
différentes. En particulier, l'intégrale sur le cycle Cy U (—C_) n’est pas nulle et vaut imr — (—ir) = 2ixw ; en
désignant par C' le cercle de rayon p (quelconque) centré a l'origine, on a donc le résultat tres important :

1
/ —dz = 2ir . (2.58)
c <

Il est bien clair que, si 'intégrale n’est pas nulle, c’est parce que le contour ne peut étre réduit a un point tout
en restant dans le domaine d’analycité de la fonction % =21

D’apres le théoreme de Cauchy, les intégrales ne changent pas si on remplace C. par C', et C_ par C”_ ;
en raboutant C’, et —C_, on construit un contour fermé (cycle) de forme arbitraire (mais tout entier dans la
couronne et ceinturant l'origine). D’olt le résultat fondamental®? :

z

/ldz = 2im (2.60)
r

ou I est n’importe quel contour fermé entourant une fois et une seule 2* Uorigine et décrit dans le sens inverse
des aiguilles d’une montre. Ce résultat est évidemment a rapprocher du fait qu'une primitive de % est Inz et

23Clairement, ceci se généralise immédiatement en :

1
/ dz = 2ir | (2.59)
T, Z— 20

Z0

ou I';, est une boucle autour de zg.
24D’apres le calcul précédent, il est bien évident que si on tourne deux fois, on trouve 4ir, etc.
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36 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

que la variation du logarithme sur une boucle dépend de la position de l'origine par rapport a cette boucle :
nulle si lorigine est a l'extérieur, égale 2i7 si elle est a 'intérieur.

L’idée essentielle & retenir est donc celle-ci : le domaine d’analycité D étant précisé et les extrémités du
chemin étant fixes (et situées dans D !), ce dernier peut étre déformé contintiment ad libitum & condition de
rester tout entier dans D. Il est manifeste que dans ’exemple ci-dessus, le demi-cercle inférieur ne peut pas étre
superposé au demi-cercle supérieur par une déformation continue qui le laisse dans la couronne comprise entre
les deux cercles de rayon r et R. Le point capital est la notion de déformation continue du contour dans le plan
en le laissant tout entier dans une partie connexe, une opération dont le sens intuitif est clair et se passe de
toute définition précise. Autrement dit, toutes les déformations de 1’élastique le laissant en contact avec le plan
(les frontieres des parties simplement connexes étant des murs infranchissables), laissent invariante la valeur de
Iintégrale : dans I’exemple ci-dessus, il ne faut pas faire “décoller” le chemin pour lui permettre de sauter par
dessus le cercle intérieur (de rayon aussi petit que I'on veut d’ailleurs) contenant l'origine. On se convaincra peu
a peu que le calcul intégral avec des fonctions holomorphes est essentiellement un jeu de [’élastique d’un genre
particulier.

Les mémes raisons permettent d’argumenter pour montrer que la notion de primitive s’étend également
au cas d’un domaine non simplement connexe (voir 'exemple du logarithme, traité dans la sous-section 2.6.2).

2.4 Formule de Cauchy

La formule de Cauchy est, avec le théoreme de Cauchy, 'un des résultats majeurs de ce chapitre. Elle s’énonce
comme suit :

Soit une fonction f(z) holomorphe dans un domaine simplement connexe D. Alors Vz € D,
on a:

f(z) = L/ &dﬁ (2.61)

C 2m JoE—2

ot C est un chemin contenu dans D et tournant une fois autour de z dans le sens positif>.

AE

Figure 2.6: Contour utilisé pour établir la formule de Cauchy.

Pour démontrer cette formule, soit le contour I' £ € U ED U (=) UBA de la figure 2.6 ; en vertu du
théoreme de Cauchy, l'intégrale suivante est nulle :

/&dfzo ; (2.62)
ré—z

comme les contributions des deux segments de droite se compensent, ceci s’écrit aussi :

SE qe [ L&)
/Cg—zdf/%g—zdg' (2.63)

25En particulier, si f est continue sur la frontiere 9D de D, on peut prendre C' = 9D.
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f(f)

Soit maintenant la différence A = L [ o¥:
cercle. En vertu de (2.60), le deuxieme terme s’écrit tout autant :

ﬂxf()xmﬂ——f /572 —%[wg(zld«f, (2.64)

~d¢ — f(z), qui est visiblement indépendante du rayon r du petit

d’ot1, compte tenu de (2.63), une autre expression de A :

L)
217T/W A (2.65)

f(2) étant continue, sur le petit cercle on a f(§) = f(z) + n(&, 2) avec lim,_,o [9(&, z)| = 0 : le numérateur est
donc aussi petit que 'on veut. Avec & = z + re?, Pélément différentiel est ir ¢'? df, le dénominateur est r el?

il reste finalement A = % fort2m n(&, z) do, intégrale qui est aussi petite que 'on veut quand r — 0 ; ainsi, la
différence A est d’une part mdependante de r, d’autre part aussi petite que 1’on veut : elle est donc strictement
nulle, ce qui établit?® la formule de Cauchy (2.61). Cette formule est assez extraordinaire : elle montre que les
valeurs de la fonction f(z) dans son domaine d’analycité ne dépendent que de ses valeurs sur le contour C, qui

peut d’ailleurs étre la frontiere 0D de D (si f y est continue).

On verra que cette formule a de nombreuses conséquences tres importantes. Une toute premiere est ce
ue 'on appelle la formule de la moyenne, qui s’exprime comme suit :
)

1 [t

f(z) = | f(z+re?)do (2.66)

Pour établir cette formule, repartons de la formule de Cauchy (2.61) et prenons pour C' le cercle ~, de centre z
et de rayon r, olt & = z 4 re'? ; il vient :

: 1 [t
_ f(z+rei?) eifdn — L

5 = o f(z+re?)db | (2.67)

—T

d’ott la formule de la moyenne (2.66). Comme e est 27-périodique, ce résultat reste vrai pour n’importe quel
intervalle d’amplitude 27 ; 6y désignant un angle quelconque, on a donc tout autant :

1

Oo+2m )
fe) = 5 /0 2 +rei®)do . (2.68)

Le second membre de (2.68) peut bien étre considéré comme une moyenne : c’est la moyenne des valeurs
de la fonction f sur le cercle de centre z, 'angle 6 étant tiré au hasard uniformément?” I'intervalle [—m, +7].
On obtient ainsi un résultat assez extraordinaire : la valeur de f au centre du cercle est la moyenne des valeurs
sur le cercle, et ce quel qu’en soit le rayon?® !

En écrivant les choses comme en théorie des probabilités, et désignant par P(6) la densité de probabilité
(ici uniforme, c’est-a-dire “plate”), on a :

. o . Tl .
moyenne de f(z 4 re'?) = / PO)f(z+7re?)do = / Py f(z+re?)do | (2.69)
- —n 4T
d’ou une autre écriture de ce résultat : .
fz) = {flz4re) . (2.70)

26Ce résultat apparaitra presque évident en considérant la série de Taylor de f(z) (voir ch. 3), soit f(£) = 3, cn % (E=2)" fFM(2);

apres multiplication par é, et tirant parti de la convergence uniforme de ce développement, on obtient une série de terme général

% fc(f — z)n 1 f(")(z) d¢. La paramétrisation € — z = re'? fait ressortir des intégrales %f(") (2) f027r(7" €)™ dg, qui sont toutes
nulles & lexception du terme n = 0, qui donne 2ir f(z).
27 uniformément réparti signifie que la densité de probabilité P(6) est constante sur cet intervalle ; la normalisation (“somme des

probabilités = 1”) s’écrit f+7r (6)d0 = 1 et donne immédiatement P(6) =
2871 faut bien siir que le cercle reste dans le domaine d’holomorphie de f(z)
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38 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

Comme toujours, une telle formule remarquable permet d’établir des résultats non triviaux. Par exemple,
prenons f(z) = e* ; alors (2.67) donne :

5 1 T 2 reif 1 + rei®
efgiﬂee df <= %/ e df =1 ; (2.71)

—T

cette derniere égalité n’a rien d’évident & premiere vue??, pas plus d’ailleurs que les deux égalités qui en découlent
immédiatement en séparant les parties réelle et imaginaire.

Il y a bien plus ; la formule de la moyenne leve le voile sur un résultat autrement plus profond, appelé
Principe du mazimum : le module d’une fonction holomorphe dans D et continue sur la frontiére prend sa
valeur maximum quelque part sur la frontiere de D. Donnons le fil de 'argument permettant de comprendre
intuitivement pourquoi il en est ainsi. Récrivons la formule de la moyenne (2.68) en notant 2, le centre du cercle

Co d’équation zy + rel?
2

f(z0) = flzo+ reie) de ; (2.72)

27 Jo

on a |f(z0)] = 5| fOQW f(z0 +rel?)df| < 5= OQW |f(z0 + rei?)|df. En appelant M; le maximum de |f(z)| sur le

cercle Cy, on a donc :
2

|f(20)| < % ) M1 do = %Ml X 2w = M1 s (273)
ainsi, le module de f(zo) est plus petit (ou égal) a sa plus grande valeur sur le cercle. Supposons que le maximum
M soit atteint au point z1; on peut alors introduire le cercle C; de centre z; et de rayon r et, utilisant la formule
de la moyenne, affirmer que le module de f en z; est plus petit que la valeur maximum M- atteinte quelque
part sur le cercle C, sur sa portion de circonférence extérieure a Cy. Répéter ce processus met en évidence
une famille de cercles et une suite monotone croissante de bornes supérieures M,, pour |f(z)|. Jusqu’ou peut-on
aller ? Visiblement jusqu’a la frontiere du domaine ou f est holomorphe, et en supposant f(z) continue sur
cette frontiere, d’ou le Principe du maximum.

Cela étant compris, on peut affirmer que si f(z) ne s’annule pas dans D, alors le minimum de | f(z)] est
également sur la frontiere de D. En effet, si f(z) # 0 Vz € D, la fonction ﬁ est holomorphe dans D ; le

maximum de son module est donc sur la frontiere, et c’est aussi le minimum de |f(2)].

Les mémes propriétés valent tout autant pour les parties réelle et imaginaire de f : il suffit de raisonner
avec les fonctions holomorphes Fi(z) = ef(*) et G(z) = /(*) dont les modules sont respectivement e¢*(*:¥)
et e~ (* %) L’inexistence d’extremum pour u(z, y) et v(z, y) a déja été relevé en tant que conséquence des

conditions de Cauchy - Riemann, qui entrainent Au = Av = 0.

2.5 Dérivées d’ordre supérieur

La propriété d’analycité d’une fonction f(z) fait de celle-ci un objet tres robuste, et a des conséquences innom-
brables, dont les plus importantes viennent d’étre données. Une autre propriété remarquable peut étre énoncée
comme suit?° :

Si une fonction f(z) est holomorphe dans un domaine simplement connexe D et continue sur D,
elle posséde en chaque point de D des dérivées de tous les ordres ; la dérivée d’ordre n est donnée

par la formule :
fo(z) = 2 / SO e (2.74)
o

2ir Jop (§ —2z)ntt

ot OD est la frontiere3! de D.

295auf si on développe I'intégrand en série, on invoque la convergence uniforme et on utilise le fait que fOQTr ei"? 40 = 276,0.

30Pour se souvenir des détails de (2.74), penser & ’homogénéité, en imaginant que z n’est pas un nombre pur.

D désigne le domaine fermé formé par D et sa frontiere 9D.

31Référence est faite & la frontiére pour obtenir le résultat dans le domaine le plus vaste possible. Le méme résultat vaut pour
tout contour fermé C' entourant le point d’affixe z, ’essentiel étant que C' contienne z en son intérieur.
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2.5. Dérivées d’ordre supérieur 39

La propriété pour une fonction holomorphe d’étre infiniment dérivable a été suspectée des le chapitre 1,
une fois établies les conditions de Cauchy - Riemann. L’existence de f(™ va maintenant étre établie en
démontrant par récurrence la formule (2.74).

Prenons d’abord n = 1 ; par la définition de la dérivée :

: 2.
h—0 h ’ (2.75)

a ’aide de la formule de Cauchy, le second membre s’écrit successivement :

1 FO FO] g 1y £(6)
%E%Miw/ap L(Hh) Sz] W= €2 © (2.76)

1
frontiere 0D de D

I€ = (z+h)| = BD = [{p — 2| — [h]

Figure 2.7: &p est affixe de D, point de la frontiere 9D de D le plus proche du cercle de centr z et de rayon |h|.

57;7,1 tend uniformément vers E*Lz quand h — 0. En effet, z et |h| étant fixés, z + h décrit le

cercle de centre z et de rayon |h|. Soit £p Daffixe du point de la frontiere le plus proche de ce cercle. Alors, pour
tout point £ de la frontiere, on a | — z| > [€p —z| = AD et | — (2 +h)| > |ép — 2| — |h| = BD. 1l en résulte que :

Le terme

1 1 h h

< .
§—(z2+h) &-2z [E—GE+MWIE—-2) — (& =z —[hl) b — 2|
Cette derniere quantité est une borne indépendante de &, et tend vers zéro avec h, ce qui établit la convergence

uniforme en & de la quantité au premier membre. On peut donc intervertir limite et intégration (la limite de
I'intégrale est égale a I'intégrale de la limite, [lim, [] = 0). Prenant dans (2.76) la limite sous I'intégrale :

(2.77)

1 f(©)
flla) = 5= | =—55d¢, (2.78)
2im Jop (€ — 2)?
établissant la formule annoncée pour n = 1, ce qui constitue la “condition initiale” du raisonnement par

récurrence.
Supposons maintenant que f(™) est donnée par 'expression (2.74) ; alors, par définition de la dérivée :

o FOE R - 1)

(n+1)
frE) = i h ’ (2.79)
soit, par hypothese :
1 n! 1 1
(n+1) — lim =% B & N
/ (2) I h2im Jap ( [[,5 — (z+ h)]+L = Z)n+1] 3 (2.80)

En réduisant au méme dénominateur le grand crochet, et en utilisant la formule du bindéme pour arranger le
numérateur qui en résulte, il vient :

o - 2 [ g2 0

— lim —
2imr h—0 h Jop

G - (nt D) /a O 4 s

2im p (§—z)nt2
ou la propriété de convergence uniforme (en &) a été de nouveau invoquée pour légitimer la derniere égalité.

Alnsi, si la relation (2.74) est vraie pour n, elle 'est aussi pour n+ 1 ; comme elle est démontrée pour n = 1, elle
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40 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

est vraie pour tout n fini, ce qui acheve la démonstration par récurrence. On obtient ici le résultat trés important
déja suspecté a plusieurs reprises : dés qu’une fonction est holomorphe (c’est-a-dire une fois dérivable), elle est
infiniment dérivable, et on dispose maintenant en plus d'une expression intégrale pour la dérivée d’ordre n,
expression qui peut d’ailleurs étre considérée comme une généralisation de la formule de Cauchy (2.61), cette
derniére étant vue comme (2.74) avec n = 0.

En bout de course on peut remarquer que les expressions (2.78) et plus généralement (2.74) des dérivées
s’obtiennent directement par dérivations sous le signe intégrale : les démonstrations ci-dessus montrent que de
telles opérations sont légitimes, grace a la convergence uniforme.

La formule (2.74) permet de démontrer d’importantes inégalités, appelées inégalités de Cauchy, énongant
des bornes supérieures pour toutes les dérivées d’une fonction holomorphe. Soit M le maximum du module
d’une fonction f holomorphe dans un domaine D, et soit dpy;, la plus petite distance de z a la frontiere 0D de
D (c’est-a-dire dmin = mingc gp |€ — 2|). En notant L la longueur de 9D, (2.74) permet d’écrire :

| ! M | ML
6] = | [ e < | [ e - g 2.2

En particulier, si f(z) est holomorphe (analytique) dans un disque |z — z9| < R et en choisissant ce dernier
comme domaine D, alors la plus petite distance est dpin = R et L = 27 R. Dans ces conditions, (2.82) devient :

n!M

FE) < S

n=0,1,2,...,) (2.83)

Ces inégalités permettent de démontrer I'important théoreme de Liouville3? :
Une fonction holomorphe pour toute valeur finie de z et bornée est une constante

Dit autrement : les seules fonctions entieres bornées sont des constantes. Soit z un complexe donné ; si f(z) est
bornée et entiere, I'inégalité (2.83) avec n = 1 donne :

M
!
2) < — 2.84

) < 2 (2.84)
z étant le centre du cercle de rayon R, et M une borne supérieure pour |f(2")| quel que soit z’ dans C. Comme
f est entiere, on peut choisir R aussi grand que I'on veut, de sorte le premier membre est en fait nul : f/(z) =0;
comme z est quelconque, on a f’(z) = 0. Maintenant, par définition de la primitive d’une fonction holomorphe
(ce qu'est f'(z)),on a :

£ = 1) = [ £ v (2.85)
et comme f'(z) =0, il vient :

f(2)=f(z0) =0 = [f(z)=f(20) Vz, (2.86)

qui montre que la fonction f(z) prend la méme valeur partout. En d’autre termes, une fonction entiere qui n’est
pas constante doit diverger quelque part quand |z| — 400 (mais pas forcément quel que soit 'argument de z) ;
par exemple e® est une fonction entiere (qui n’est pas constante !) qui diverge si |z| — +o0, Rz > 0, mais qui
tend vers zéro si |z] — +oo, Rz < 0.

Il est maintenant possible d’établir la réciproque du théoreme de Cauchy, appelée théoréme de Morera,

qui s’énonce comme suit :

Si une fonction f(z) est continue®® dans un domaine simplement connexe D et si l'intégrale
fC f(2)dz pour tout cycle C situé dans D est nulle, alors f(z) est holomorphe dans ce domaine.

32aussi appelé théoréme de Cauchy - Liouville.

337] faut bien que la fonction soit continue : z~"™

, avec m entier et n > 2 satisfait bien (2.87) mais n’est pas continue dans C.
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En effet, décomposons le cycle C en deux chemins distincts, Cy allant d’un point A a un point B, autre
Cs allant de B a A. Par hypothese, les intégrales le long de C; et de —Cs sont égales. La fonction étant supposée
continue partout dans D, cette opération peut étre faite pour n’importe quel cycle, d’ou1 I'on déduit que, pour
tous les chemins dans D, l'intégrale ne dépend que des extrémités. Il en résulte d’apres ci-dessus que, zg étant
fixé, la relation :

F@):i/zf@yu (2.87)

définit une fonction F' holomorphe dans D, donc possédant une dérivée F'(z). F’, en tant que dérivée d'une
fonction holomorphe, est aussi une fonction holomorphe ; mais F’ n’est autre que f, ce qui démontre le théoréme
de Morera.

2.6 Illustrations

11 s’agit d’illustrer les résultats importants obtenus ci-dessus & propos de la fonction z — Z = 2" = f(z) ol
n € Z. Ce choix n’est pas innocent, dans la perpective d’étudier ultérieurement la possibilité de représenter une
fonction quelconque par une série de puissances entieres (positives ou négatives). Visiblement, selon que n est
positif ou négatif, f(z) est bornée ou non. Ceci justifie, pour la clarté, d’étudier les différents cas séparément.

261 n=0,1,2,... < neN

Pour les valeurs entiéres positives ou nulles de n, z™ est holomorphe dans tout le plan (ouvert). Par le théoreme
de Cauchy (voir (2.31)), on a donc de suite :

/ 2"dz =0, (2.88)
C

ou C est n’importe quel contour fermé. Ce résultat s’obtient aussi d’une autre fagon : la primitive de f(z) = 2"

est F(z) = f::: . Pour un chemin quelconque reliant deux points d’affixes z1 et z2, on a donc :
z2 Zn+1 29 1
Z2"dz = [ } = 20T gty 2.89
/ )T e ety (2.89)

Si on adopte la représentation polaire, z; = pjewi, il vient donc :

= n 1 n n if2 n n i6
/z1 Mdy — n——l—l[pQJrle( +1)i6 7p1+1e( +1)9] ; (2.90)

La fonction 2"€N n’ayant qu'une seule détermination, le choix z; = z» = 2o annule manifestement le second

membre quel que soit C.

Explicitement, avec z; = 22 = 29 = ppel?, le second membre de (2.90) est bien nul quel que soit le contour,
qu’il contienne ou non l'origine. Dans le premier cas, quand on décrit le cycle, 'argument part de la valeur 6g
et y revient strictement & la fin du cycle. Dans ce second cas (lorigine est & l'intérieur du cycle), 'argument
part de 6y et vaut 6y + 27 a la fin, mais comme?* ! +100+2m) — (i(n+1)00 pyisque ("2 = 1¥n € N (et
méme pour n € Z), le second membre de (2.90) est encore nul.

Ilustrons maintenant la formule de Cauchy, qui s’écrit ici :

2" 1 &

~ 2in cé&—=z

dg ; (2.91)

si on veut fixer les idées, on peut avoir en téte®® une fois pour toutes le contour C' formé par le cercle yr de
rayon R centré sur z.

34C’est ici que ’hypothese n € N est cruciale.
35Le peu qui a été dit sur les possibilités de déformer continiiment le contour (sans faire décoller ’élastique) permet de deviner
que les résultats énoncés avec yg restent vrais pour tout contour fermé entourant z.
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42 Chapitre 2. Intégration des fonctions d’une variable complexe

11 s’agit donc de calculer directement le second membre de (2.91) et de vérifier qu’il vaut z™. Pour cela,
on écrit ™ = [(§ — z) + z]|™ et on développe suivant la formule du binéme. II vient alors :

£ N w o -
/ngdg—pz_;)Cﬁz P/C(g—z)Pldg. (2.92)

Comme on I’a vu dans la section 2.3, le terme p = 0 mérite une attention particuliere. En extrayant ce terme
de la sommation, il vient :

§" _.n i - p ,n—p _ \p-1
/Cgfzdg z Cgiz+;cnz /C(g Z)Phde (2.93)

Toutes les intégrales de la sommation de (2.93) sont nulles®®, puisqu’elles sont précisément de la forme | & 1a¢
avec ¢ = p — 1 > 0. Seule survit I'intégrale mise & part, venant du terme p = 0 ; d’apres (2.59), elle vaut 2ir.

Au total, le second membre de (2.91) vaut bien 51— 2" (2ir) = 2", en accord avec la formule de Cauchy.

262 n=-1,-2,... < necZ\N

A nouveau, il convient a ce stade d’effectuer une distinction, en traitant successivement les deux cas, n = —1 et
n# —1.
mn=-1

Pour tout contour fermé qui ne contient pas l'origine en son intérieur — donc situé tout entier dans une composante
simplement connexe du domaine d’holomorphie —, le théoreme de Cauchy donne :

/ 2z 1dz =0, (2.94)
C

Tant que le contour est tout entier situé dans une telle composante, la primitive3” de % est bien définie, c’est
In z, donc :
zZ2 1
/ —dz=[Inz]2=Inz —Inz , (2.95)
z
Z1
On sait que la fonction logarithme possede une infinité de déterminations, différant de 2ik7 les unes des autres
(k € Z) ; bien évidemment, pour calculer la variation In zo — In 21, il faut prendre la méme détermination pour
chaque terme, de sorte que par différence, le résultat est le méme quelle que soit la détermination choisie38. 11
en résulte :
2] |za] .
—dz=In— +ify (2.96)
z1 z |’Z1
ou l'angle #3; est 'angle représentant la variation de I'argument quand on se déplace contintiment de z; a zo.
Prenons maintenant un contour partant de z; et se terminant en z, infiniment voisin de z;. Si le contour
choisi ne contient pas l'origine, la variation de Pargument est nulle (f2; = 0) et (2.94) est vérifiée. Si le cycle
contient l'origine, cela a encore un sens de manipuler la primitive puisque ’on peut rester dans une composante

36Ceci se vérifie aussi directement, en posant & = z + Rel®. L’intégrand est alors de la forme (Re'?)?~1iRe!® = iRP ¢'P?. Comme
p est un entier strictement positif, I'intégrale de 0 & 27 est nulle (une telle intégrale est en fait nulle Vp € Z*).
nt1
Zn+1
11 est toutefois intéressant de remarquer que le résultat (2.95) peut s’obtenir en partant du cas général en y faisant tendre n vers
—1 dans la différence n#ﬂ(z;7L1 — Z?Jrl) (et en prenant soin bien stir de ne manipuler qu’une détermination du logarithme, choisie
(arbitrairement) une fois pour toutes).

37A un niveau élémentaire, on apprend que la primitive de z" est

pour n # —1, et Inz si n = —1, ce qui est indéniable.

at1 .
£ 7 (comme on le voit en revenant
& la définition de la fonction puissance généralisée). La limite o — —1 se trouve facilement en écrivant z&+1 = elat)Inz of o
développant I’exponentielle autour de av = —1.

38Tout comme, en Physique, quand on calcule une variation d’énergie potentielle : le résultat est unique (c’est le travail de la

force, qui n’a qu’une seule valeur !) et se moque de la constante additive choisie une fois pour toutes pour I’énergie potentielle.

Ce “miracle” se produit tout simplement parce que la primitive de z¢ est, Va € C, égale a
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simplement connexe (voir fig. 2.8) ; allant de 21 & 22, on fait un tour (presque) complet, la variation de ’argument
vaut +27 — 0 (021 = 27) et 'intégrale au premier membre de (2.94) vaut i x 27, en accord avec le résultat obtenu
en (2.58) par considération d’un cycle circulaire. Noter que, ce faisant, on ne franchit pas la coupure figurée par
le tortillon semi-infini & double fleche partant de l'origine (voir fig. 2.8). Tout naturellement, la primitive étant
multiforme, elle ne reprend pas la méme valeur une fois que 1’on est arrivé en z, infiniment voisin de z;.

A

Figure 2.8: Le contour C relie deux points infiniment voisins z; et z2 tout en restant dans un domaine simplement
connexe ol % est holomorphe.

Hn#-1

A nouveau, la fonction analysée f(z) = 2" = ﬁ est holomorphe dans C privé de l'origine. Pour tout contour
fermé qui ne contient pas l'origine en son intérieur, on a donc toujours :

/ z~Ildz =0, (2.97)
c

. . . . . n+1
ce que l'on peut retrouver aussi en calculant la variation de la primitive F'(z) = = ) m

fonction a une seule détermination, qui reprend donc la méme valeur au départ et a 'arrivée.

: c’est une

Il en encore va de méme si le contour C' contient 'origine, pour la méme raison : comme n est un entier
# —1, la primitive F'(z) reprend la méme valeur quand si 'argument de z a augmenté de 27. Toutefois, on ne
peut pas ict invoquer le théoreme de Cauchy, qui suppose la fonction holomorphe dans le domaine ceinturé par
le contour. Ceci n’est pas non plus en contradiction avec le théoreme de Morera, qui exige que la fonction soit
continue partout dans D, ce qui n’est pas le cas ici.

En rassemblant tous ces résultats, on peut finalement écrire :
/ (z — 20)"dz = 2im 6, 1 VneZ (2.98)
C

ou C est un contour contenant zg en son intérieur.
¢ Remarques
e Il faut bien retenir que dans les énoncés des théoremes précédents, chaque mot pese : holomorphe, sim-
plement connexe et, éventuellement, quantificateur (V C, par exemple).

1. dans 'exemple qui vient d’étre donné, le théoreme de Cauchy n’est pas applicable puisque le contour
se situe dans un domaine multiplement connexe (typiquement : une couronne délimitée par deux
cercles centrés a l’origine), domaine d’holomorphie de la fonction.
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2. un autre exemple, ou I’hypothése manquante n’est pas la simple connexité, mais le fait que la fonction
n’est pas holomorphe. Soit la fonction z — 2z*2 = f (z), visiblement non holomorphe ; il est facile de

montrer3? que :
1 6*2

d¢ = 2*? 2.99
2im Jp & —z §=27 ( )

ou I' est un cercle centré sur z et de rayon quelconque. A nouveau, (2.99) a tout air d’étre un cas
particulier de la formule de Cauchy, mais il n’en est rien, puisque f(z) n’est pas holomorphe.

e Le cas ol n est quelconque (pas entier, mais réel voire complexe) est trés intéressant en soi, mais exige

une étude particuliere : en effet, la fonction z% étant multiforme, tous les théorémes énoncés plus haut
doivent étre revisités et, éventuellement, convenablement généralisés (c’est ce qui justifie fondamentalement
l'introduction des surfaces de Riemann, abordée ultérieurement — voir section 3.6). Une chose est stire :
pour « réel quelconque se substituant a n, (2.90) devient :

= a 1 (e i(a 2 (e i(a 1
/z1 2%dy — a+1[p2+1e( +1)6 7p1+1e( +1)9] . (2.100)

Si zo est infiniment proche de z; = zp, le second membre est nul ou non, selon que 'on a tourné ou non
autour de l'origine. Dans le premier cas, 'argument part d’une valeur donnée 6, et y revient :

1 . .
2%dz = ——pg el Tl _gilathio] — ¢ (2.101)
/cycle ne contenant pas O a+ 1 0

Au contraire, si origine est a I'intérieur du contour, on ne peut pas réellement fermer celui-ci : argument
passe de 0y & 0y + 27 de sorte que l’on a :

paJrl . .
= L0__ciladDo[y _o2am) £ o (2.102)

1 : .
a+1[el(a+1)00 - el(a+1)(00+27r)] P

/ 2%dz = ——p§
cycle contenant O a+1

puisque pour a non entier, e?*™ #£ 1. Comme on l'a déja vu, I'origine est donc un point remarquable
(singulier) : de ce point de branchement part une ligne continue de singularités, infranchissable tant que
le caractére holomorphe doit étre préservé, c’est une coupure. ¢

3911 suffit de calculer directement I’intégrale en paramétrant le cercle.

Mathématiques pour physiciens 8 X 2009 Cl. A.
LP 311 — 2009/2010 UPMC





